Clasa a V-a

1. Aflati cate numere naturale Xyz verifica relatia:

X-yz—360=z-yx.

Carmen gi Viorel Botea, profesori, Braila

Solutie:

x-(10y +2)-360=2z-(10y +X).....(1p) < 10xy + x2 - 360 =10yz + xz < 10y - (x — ) =360 <
< y-(x—2)=36....(1p).
De aici rezulta ca y|36 siy<9si x—2z|36 six—z>4;x-2<9=x-2e{4,6,9} siye{9,6,4}..(1p).

{))(,_229: 1= (x,2)€{(4,0).(5.1),(6,2).(7.3)(8,4)(9.,5)},6 solutii....(1p)

{VZG = (x,2) €{(6,0),(7,1)(8,2)(9,3)}..(1p) 4 solutii....(1p)

{))(,_:242 o= (x2)€{(8,0)}...(1p), 1 solutic....(1p) atunci

Xyz e {490,591,692, 793,894,995, 660, 761,862,963,940} ,11 solutii....(1p)

1. Pentru n e N* fixat, se considera tabelul

11112 ,3|3[4|5]5 6 2n-3 | 2n-3 | 2n-2 | 2n-1 | 2n-1 | 2n
1134 |5|7(8]9 |11 12

a) Cate coloane avem? Justificati raspunsul.
b) Completati ultimele 6 casete din linia a doua a tabelului. Justificati raspunsul.
c¢) Calculati suma elementelor de pe linia a doua a tabelului.

Carmen gi Viorel Botea, profesori, Braila

Solutie:



a) Formam tripletele
(11,2),(3,3,4),(55,6),....(2n-3,2n-3,2n-2),(2n-1,2n-1,2n)...(1p) = n triplete =
=> 3n coloane...(1p)

b) Observam regula: un element de pe linia a doua si coloana i se obtine adunand elementele de

pe linia inti si coloanele i -1 si i+1....(2p).Ultimele sase pozitii sunt respectiv:
(2n—4)+(2n-3)=4n-7;(2n-3)+(2n-2)=4n-5;(2n-3)+(2n-1)=4n—-4;(2n-2)+(2n-1) =
=4n-3;(2n-1)+2n=4n-1;(2n-1)+(2n+1)=4n...(1p)

¢) Observam ca pe linia a doua sunt elemente ce provin din adunari de forma

(2k —4)+(2k —3) =4k - 7;(2k —=3) +(2k —2) = 4k - 5;(2k —3) +(2k —1) = 4k —4;(2k —2) +(2k —1) =
=4k —3;(2k —1)+ 2k = 4k —1;(2k 1)+ (2k +1) = 4k.

Lipsesc toate elementele de forma M, +2, adica 2,6,...,4n —2....(1 p) .Suma de pe linia a doua

este:

4”(42n+1) _ 4n2-n =2n(4n+1)-2n*=2n(3n+1)...(1p)

S :(1+2+3+...+4n)—(2+6+...+4n—2):

3. Se scriu in ordine crescatoare toate numerele naturale de patru cifre care au produsul cifrelor
egal cu zero. Al catelea numar este 2016?

Solutie: Determinam mai intai cate numere naturale de la 1000 la 1999 au produsul cifrelor zero,

adica toate numerele care au cel putin o cifra zero.....(2p).

Din cele 1000 de numere, avem 9-9-9 =729 nu contin cifra zero....(1p) . Deci restul de 271 au
cel putin un zero....(1p) . De la 2000 pana la 2016 sunt 17 numere si fiecare contine cifra zero,
cel putin o data....(1p). In total sunt 271+17= 288 numere, ....(1p) deci 2016 este al 288-lea
numdr. ....(1p)



Clasa a VI-a

1) Determinati numerele rationale X,y,z pentru care

X y z 1 2 3
= = si + + =6
2x+1 3y+2 4z+3 3x+1 4y+2 5z+3

Lucian Dragomir ,Ofelu-Rosu, Supliment Gazeta, Matematica nr.3\2016
Barem :
Conditii :

2x+1¢0,x¢_?1,3x+1¢0,x¢%1,3y+2¢0,y¢%2,4y+2¢0,y¢_72,4z+3¢0,z¢_73,

52+3#0,z# %3 Daca x=y=2z=0,inlocuind in a douarelatic obtinem 3=6 fals.

Dacda x=0, inlocuind in prima relatic obtinem y=z=0 ,fals ............... 1 p)
Rezulta x,y,z nenule. Deci 2X+1:3y+2:42+3:k , 2+1=k ,x=i , 3+£:k,
X y z X k-2 y
2 3 3
=—— 44—=k,2=——,........ 1
R R k—4 ap)
Tnlocuim X, y,z in a doua relatie . Deci 1 = 1 = k-2 ,
3x+1 3 k+1
+1
k-2
2 2  2(k-3 k-3 3 3  3(k-4 k-4 1p)
4y+2 8 5 2-(k+) k+1 ' 5z+3 15 L3 3(k+D) k+1 "
k-3 k-4
k=2 k=8 k=4 ¢ 3K=9 4 3 9-6k+6, 3k=-15, k=5,... (1p)
k+1 k+1 k+1 k+1
Gasim numerele : X=L:—1 , y=i=—z=—1 , z=i=—§=—l, ........ 3p)
k-2 7 k-3 8 4 k-4 9

2015
=t

2) Aritati cd ecuatia x*+y* + 2% are o infinitate de solutii numere naturale .

George-Florin Serban, profesor ,Briila

Barem



Cautam solutii de forma (3m,3",3p,3“),32m +310 138 320150 iy pueN, ..., (1p)

Fie 2m=19n=53p=k ,deci 2015u=k+1

Deci ki2,19,53 , ki[2,19,53] = 2014 , k =2014v , vEN ,........ 2p)
Gasim m=1007v ,n=106v, p=38v si u=%eN o (1p)

Fie v=2015w+1,weN.
Deci m=1007-2015-w+1007 ,n=106-2015-w+106 , p=38-2015-w+38 , u=2014-w+1.
Deci ecuatia are o infinitate de solutii naturale . ,........ 3 p)

3) Se considera triunghiul ABC , in care m(C)=2-m(A) si AC =2-BC . Determinati

masurile unghiurilor triunghiului ABC.

Marcel Chirita , profesor, Bucuresti

Barem:

Fie (CD bisectoarea unghiului <ACB , De AB, <ACD =<BCD =<BAC rezulta
AACD isoscel , AD=DC ,........ 2p)

Fie M mijlocul segmentului [AC] , [DM] mediana in AACD isoscel rezulta [DM]
inal{ime , DM L AC,........ 1p)

Din AC=2-BC rezulta MC :A—ZC =BC,AMDC =ABDC(LU.L) deoarece MC =BC,

<MCD =<BCD si CD =CD = m(«DBC) = m(<DMC) =90° = m(«DBC) = m(«xDMC) = 90°
rezulta , m(B)=90°,........ (3p)

m(<A)+m(xC) =90° , 3-m(<A)=90° , m(<A)=30° , m(<C) =60°,........ 1p)

by
0



Inspectoratul Scolar Judetean Braila
Colegiul National “Nicolae Bilcescu” Briila
Societatea de Stiinte Matematice din Romania, filiala Braila

Concursul interjudetean de matematica “Victor Valcovici”
Editia a - a, 14 mai 2016

CLASA AVII-A, SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

1. Fie n>2 un numdr natural. Aritati ¢ numarul n* +n? +3 nu poate fi scris ca suma a doud
numere prime.

Gazeta Matematicd
Solutie.

n*+n? +3=n2(n2 +1)+3 €STE NMUMAT TMPAT .. .enet ettt e e e e e aeee s 2p
Presupunem ci existd doud numere prime a si b astfel incat n* +n®>+3=a+b sicum n* +n?+3
impar, unul dintre numerele asi b trebuie safie 2 .........ccoooiiiiiiiiiii 2p
Obtinem n*+n?+3=2+b<b= (n2 +n +1)(n2 — n+1) si numerele n+n+1 si n2—n+1 sunt

mai mari decét 3, adica b nu este prim. Prin urmare, presupunerea facuta este falsa .......... 3p

2. Fie numerele naturale nenule a, b astfel incat a-b:6. Demonstrati ca a?®*® +b?*6:4 sau

2016 |, )2016 _1:4

Daniela si Nicolae Stanica
Solutie.
Cazul I:

Daci a =6k = a*°:4.
Avem be{6p;6p+16p+2;6p+3;6p+4;6p+5}. Dacd b este numar par, atunci b**°:4.
Avem de studiat doar cazurile cand b este impar.

(6p+1)"™° =(36p% +12p+1)" = (M, +1)"™ =M, +1= b™* ~1:4,

(6p+3)™° =(36p?+36p+9)  =(M, +1)""" =M, +1=b™* ~1:4,

(6p+5)™" =(36p> +60p+25) = (M, +1)** = M, +1=b™° ~Li4. ..o 2D
Cazul Il

Daca b =6k, se studiaza analog caTncazul l. .........cccoooiiiiii i e AP
Cazul I1I:

Daca a:2 si b:3

ai2= a4,

Daci b este par, atunci a®*® +b**°:4,



Din b:3 si b impar, obtinem ca b este de forma

K107 =M, 1= D% — i e 003D
Cazul IV:
Daca a:3 si b:2, se studiazd analog cain cazul IIl................ooiiiiiiiiiii e, 1p

3. Fie dreptunghiul ABCD(AB>BC) si (BB' bisectoarea ABC, B'e AD. Avem (DP
bisectoarea CDB', Pe(BB') si CPNAD={R}, APADC={Ql, BB'~DC={S},

RQNAB ={T}. Dacd TS || AP, aritati ca L® =1°+2L°l, unde AB=L si BC =1.
Daniela si Nicolae Stanica

Solutie.
AADP = ACSP (L.U.L.)= AP=PC si AP L RC. () e A
Dar AAPR = ACPQ(C.U.)= QC = AR = QS =DR.

Din TS || AQ = ATSQ paralelogram=> AT =QS = AT =RD.
DQ_RD _ ,r_DQAR

Dar DQ|| AT = 2) et 1
Qll AT ) @) p
Din teorema lui Menelaus in ADB'S si transversala R—P-C :
/ J—
D_R/.E.Ezlj DR = Ch = DR:M
RB’ PS CD DR+RB’ CD+CS L+1
() T OO PR PR 1p
AADQ ~ ACDR (U.U.)= bR_1 [ T 1p
RD L
Din (2)si (4) = AT = II AR =IE~(I + DR) si conform (3) obtinem:
2 2 2
AT:l- I+L —L) 1L+ .
L L+l L L+l
2 2
Din conditia AT =RD = L ] Gl RN B =P 42L% i3
L L+l L+l
A T B
Q S
D C
R P




CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXIV-a, Braila, 14.05.2016

CLASAaVllla

1. a) Ardtati ca, oricare ar fi numarul real X, are loc inegalitatea x* —2x* —8x+16 > 0. Cand are loc
egalitatea ?

b) Aflati numere reale X, X,, ..., X,y,¢ care verifica simultan conditiile :
1) 8(X, + X, + ...+ Xy ) = 32255
1) X+ X+ Xy = Z(Xf F X4+ xfm)—l
Carmen gi Viorel Botea, profesori, Braila

Rezolvare:

8) X (x—2)-8(x—2) 20> (x-2)(x* ~8) 2 0....(1p) & (x-2) (x-2)(x* +2x+4) 20 =

& (X =8% =2 +16) + (X, —8X, = 2X5 +16) + ...+ (X301 —8Xyoq5 — 2X3gy +16) 2 0.....(1p) <
& (% =2)" (% +2% +4)+(%, = 2)" (X5 + 2%, +4)+ ..+ (Xpp35 = 2)7 (Xogs + 2X36 +4) 2 0, adlevrat.
Egalitatea are loc pentru X, = X, =...= X,,,; = 2, fals deoarece nu verifica i) deci problema nu are solutii...(1p)

< : 1 . :
2. Dacd a,,a,,a,......a, sunt numere reale si a,,a,,a,......a, > 2 demonstrati inegalitatea:

\/af+a§+\/a§+a3“+ ........... +Va§+af>n\/§

4a, -1 4a, -1 4a -1 4

Daniela Tilinca si Adriana Mihdaila, profesori, Brdila

Rezolvare:

2 2
Folosind inegalitatea a ;b > a;b ,ab>0=+a*+b*> a\%b ,(1)...(1p)

4 4 4 4 4 4 2 2 2 2 2 2
Vo +a; +\/a2+a3 +...+ﬂ2“)....(lp) 4*8% , %H*& L &TE =...(1p)
4a,-1 = 4a,-1 4a -1 J2(4a,-1) 2(4a,-1) J2(4a, -1)




2 2

a a’ a’ a/ s (28,428 4. +2a,)? 3
\/5(4a1—1)+\/§(4a1—1)+m+ﬁ(4an—1)+\/§(4an—1)_ J2(8a, +8a, +...... +8an—2n)"'( P)

4(a,+a,+....+a )’ 2x° nv2
= = > ,(1p)
22(4a, +4a,+....+4a —n) ~2(4x-n) 4
2 2 2 2
((2)i+a—2+ ........ PN GRS ,bi>0,i=1,_n)
b, b, b, b, +b, +...+Db,

Avem 4x* > n(4x—n) < 4x° —4nx+n’ >0 < (2x—n)® > 0. Egalitatea are loc pentru x =g si

3. Fie ABCD tetraedru cu toate muchiile de lungime a. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului
BCD,M &(BC),N e(BD) astfel incatM,0, N sunt coliniare. Fie A" mijlocul lui(CD).

a) Calculati cosinusul unghiului format de BA' cu planul (CAD) .

b) Aratati cd L+i=§.
BM BN a

e oaa2 ,_8a’

c) Aratati cd BM° + BN 27.

Prelucrare, Carmen si Viorel Botea, profesori, Briila

Rezolvare:

a) ABCD este echilateral =0 este centrul sau de greutate

- R OA" oA 1

BA',(CAD))=(BA',AA')=BA'A=0A'A....... 1p). Tn A0AA' coOsOAA=—=—"==_ .. 1

b) Fie MN r\CD:{T}. Aplicim  teorema lui Menelaus in ABCA’ , secanta
/

M-0-T=DMCTOA _, BMCT1_, MC_CT ). . (p)

MCTA BO ~ MCTA 2 = BM 2TA'

Aplicam teorema lui Menelaus in ABA'D , secant
/
ﬂD_T/O_AzlzﬂD_TllzlzﬂzT_ljl,( )....(1p)
ND TA' BO ND TA' 2 BN 2TA
Adunéand (1) cu(2)=
MC ND _CT+TD _a-BM a-BN 2CA+DT+TD _ a a , 2(DT+DA)

+—= = = +—-
BM BN 2TA BM BN 2TA BM BN 2TA

O-N-T=>




1 1 2TA/ 1 1 1 1 3
al —4+—|—-2= F=al ——+—— =30 —F—=—.... 1

BM BN 2TA BM BN BM BN a
2a 1 1 3

Daci MN||CD = BM =BN ="—=——+—=—.
3 'BM BN a

1

c) Avem (BM + BN)(W+$j24:> BM +BN 24—; ..... (1p) Din inegalitatea C.B.S. avem

2 2
2(BM?+BN?)> (BM + BN )’ > 22 * N2> 58



Concursul Interjudetean De Matematica
“Victor Valcovici”
Editia a XXIV-a, Braila, 14.05.2016

Solutii , clasa a IX-a

Problema 1
Fie f : N* — N* o functie crescatoare care are proprietatea
(f°f)(n)=n%(V)neN* Secere:
a) Sa se calculeze f (4), stiind ca 3 € Imf.

b) Sa se demonstrezecaf (n?)=>(n+1)% (V)n=2.

Solutie:

a) Dacaf(1l)=>1sifcrescatoare=f(f(1))=f(1)=1=>f() =
=>f(1)=1........ (1p)

Cumf crescatoare = f(n) <f(n+l),(Vv)n=1.
Observamca f(n)=f(n+l)=>f(f(n))=f(f(n+1))=
=>n?=(n+1)? fals.
Deci,f(n)<f(n+1),(V)neN*........ (1p)

3 € Imf si f strict crescatoare= f (2) € {2,3}.
f2)=2=>f(f(2))=f(2)=>4=2, fals.
Deci,f(2)=3=f(f(2))=f(3)=222=f(3)=
=>4=f(3)=f(4)=f(f(3))=>f(4)=09. ....... (2p)



b) f(f(n)=n? = f (f(f (n)))=f(n?) = f2(n) = f(n?),(V¥) neN.
Demonstram ca f( n) = f(n+1), (V) n >2.
Cum fcrescatoaresif: N* = N* =f(n)>n,(V)neN*

Daca f (n) = n, atunci f(f(n))= f(n),deci n? = n, adica n=1.
Asadar, f(n)=n+1, (V) n = 2=f(n?)> (n + 1)%, VneN ,n >2. .....(3p)

Problema 2

Fie k un numar natural impar si n;<n, < n; <...<n, numere naturale
impare.
Sa se arate ca:

2

n?-n,24ng%-n,2+ .+t =>2k%-1.

Solutie:

N2 -ny® +nz® - nyt LA = (Ngmer” - Nom® ) + (Mome1? - Nam—2®)
+...+(n32'n22)+n12<:> ........ (1p)

S nf-ny? +ng®-nfy+ L+ = (Nomer + Nam ) (Momar - Nam ) + (

Nom-1+ Nom_2) Mam_q1 ~Nom-2 ) + .. + (ng +ny )(nz-ny ) +ny* =2 (
Nome1 F Nom + ..+ Nz + 1y ) +ny%

Unde k=2m+1,n;y,44 -1y, =22, (V) ny<n, <..<mn, numere natural
Impare consecutive. ........ (3p)

Cum suma primelor k =2m + 1 numere impare consecutive este k?,
rezulta ca:



n?-mp? Hng?-mt LAt 22 (e F e+ ny )+ > 2(
(2k-1)+(2k=-3)+..+3)+1=2(k?*-1)+1=

= 2 k? — 1, ceea ce trebuia demonstrat.

Se observa din ipoteza problemeican, =2k — 1. ........ (3p)

Problema 3.

In triunghiul ABC se considera punctele Me(AB), Ne(BC), Pe(CA)cu AM
=BN =CP. Daca G,, G,,Gssunt centrele de greutate ale triunghiurilor AMP ,
BMN, CNP , sa se arate ca triunghiurile ABC si G, G, G5 au acelasi centru de

greutate daca si numai daca triunghiul ABC este echilateral.

Solutie:
Fie triunghiul ABC,cu AB=¢,BC=3a, AC=D.
Notam AM = BN = CP = x.

AMzzAB,BM—TAB
BN=%BC,CN="""BC

a a
CP=>CA,AP=""TA ... (1p)

Cum G este centrul de greutate al A ABC = (V) xeP , XG = 2227 HXC

Asadar, AABC si AG,G,G5 au acelasi centru de greutate &

© (XA +XB + XC) = - (XG, +XG, + XG;)



& AG,+ BG, +CG;=0......... (2p)
Fie A; mijlocul laturii (MP), G;e (A Ay).

Avem AG; =2 G,A; , AG, =~ (AM + AP )+AG,

AG, =- (AM +AP)-~ AG, ©-AG, =~ (AM +4P) &

© AG, =~ (AM + AP).

Analog, rezulta P@’z%(BM+BN), CG, zg(fl_?#C—N)). ........ (2p)

AG; +BG,+CG;=~(AM +AP+BM+BN+CP+CN)=0 &
©ZAB+(5;-1)CA+(Z-1)AB+2BC+(Z-1)BC +>CA=0o

@(Zc—x-l)ﬁ+(2§-1)3_é+(%x-1)(ﬁ?+B—A*):6=>

2x 2X \ 7 2X 2X\ /A _R
1 1\ _
2(i-35)=0 _
= Sa=b=c........ (2p)

2(5=3) =0



Clasa a 10-a

Problema 1

1. Pentru orice triplet de functii, f,g,h:[0,1] > R demonstrati ca exista x, y, z € [0,1] astfel incat

‘f(x)+g(y)+h(z)—xyz‘2%

Solutie:

Presupunem ca pentru oricare x,y,z € [0,1] avem |f(x) + g(y) + h(z) — xyz| < g

Atunci, particularizand obtinem urmatoarele inegalitati:
£(0) + g(0) + h(0)| < 3,
IF(0) + g(») + h(2)| <=,
f () +g(0) + h(2)| <3,

f(x) + g(») + h(O)| <3 .......(3p)

Astfel vom putea scrie:

£+ g(y) +h(z):f(0)+g(y)+h(2) 4+ [0 +g(0)+h(z) | f()+9()+h(0) —f(0)+g(0)+h(0).

2 2 2 2

Folosind inegalitatea triunghiului vom obtine:|f (x) + g(y) + h(z)| < § :
Tn particular, [f(1) + g(1) + h(1)| < % e (2p)
Conform presupunerii facute |f(1) + g(1) + (1) — 1| < g, sau

11-£(1) - g(1) —h(D)| <

Adunand cele doua inegalitati si folosind inegalitatea triunghiului obtinem:

=1 -1 -g9g@)-rO+ (D) +gD)+h)I < |1- (1) —g(1) — DI+ +If (D) +

g(1)+h)| < § + § =1, sideci 1<1, ceeace este fals. . .......(2p)

*k*x



Subiectul 2.

2.2) Fie 7,2, e C'\[z|=|z,| li m|z, +2,|2|(2m-1) 2, + 2,| si me N"\{1,2} atunci z,=z,.

b) Fie ABCD un patrulater convex n reperul XOY, A(a),B(b),C(c),D(d) si G(9),G,(e).G,(f)
respectiv, centrele de greutate pentru ABCD, ACO,BDO cu |e|=|f| si 4m|g|>3|(2m-1)e+ f|,
meN"\{1,2},atunci ABCD este paralelogram.

Gheorghe Alexe i George-Florin Serban, profesori, Braila

Solutie:

) 4-4,=2,2,=2dzF, m |z +z2, 2 (2m-1)z,+ 7,
m? |z, [ +m?| z, f +m’z,z, + m’z,z, > (2m-1)? |z,  +| 2,  +(2m-1)(z,2, +2,2,) ,
(M*-2m+1)(2,2,+2,2)) 2| z, [ (2m* —4m +2), (M-1)*(,2,+2,2,) > 2| , [ (m-1)* ,

zlz+zzz_122_1~zl+2~z2 , (z,-2,)(z,-2,)<0,|z—2z,’<0 dar |z,—2,[F>0 deci |z, -2,]=0,
Z,=2.........(4p)

o) g=2tPECtd o 21210 ¢ DERLD et latcHbrd],

dm|gl=m|(a+c)+(b+d)[>3|(2m-2)e+ f |4 (2m-1)(a+c)+(b+d)| dar |a+c|H b+d|

Dina)rezulta a+c=b+d ,rezulta ABCD este paralelogram. .. .......(3p)

3. Numim n-cuvant o succesiune de n cifre dintr-o multime, numita alfabet. Determinati cate n-

cuvinte din alfabetul A={0,1,2} se pot forma, cu proprietatea ca oricare ar fi doua elemente vecine,

acestea difera cel mult prin 1.

Solutie:

Fie X, numarul de n-cuvinte care verifica proprietatea din enunt .Astfel x; = 3, X, = 7.



Fie y, numarul de n-cuvinte care verifica proprietatea din enunt si care incep cu 0. (Schimband, de
exemplu, 0 cu 2, y, reprezinta, de asemenea, numarul de n-cuvinte care verifica proprietatea din

enunt si care incep cu 2.) .. .......(2p)
Adaugand o cifra in fata unui n-cuvant, obtinem:
Xn+1 =3%Xn— 2Yn $i Yn+e1 = Xn — Y.
Din cele doua relatii obtinem ca Xp+2 — 2Xp+1 — Xp = 0.
Consideram Xg =X» — 2X; = 1.

Cum ecuatia r’ — 2r —1 = 0 are radacinile 1 +v2 , xo=1six; = 3, .. ....... (3p)
obginem x, = a(1+v2)" +B(1-v2)" ,unde @ = 22 5i p =122

Deci x, =2[(1+v2)"" + (1-v2)""]. ......2p)



