CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXI1I-a, Braila, 23.05.2015

CLASA a Vll-a

1. Demonstrati cd nu exista numere naturale a,b,c, a>b>c cu proprietatea ca

ab(a—b)+bc(b-c)+ca(c—a)=2""

Marius Damian, profesor, Bridiila

2. Se considerd numerele B=b00..0b. Demostrati ci +/B este numir irational.

2n+lori

Gazeta matematicd

3. Fie triunghiul ABC dreptunghicin A, AD 1L BC, DF L AB, DE L AC, FG L BC,
EH L BC. Construim G, simetricul lui G in raport cu AB si H, simetricul lui

H Tn raport cu AC. Fie GG, nHH, ={P}. Demonstrati ca:
a) aPGH, ~aABC;
b) Determinati masurile unghiurilor B si C astfel incat aPG,H, =aABC..

Adela Dimov, profesor, Brdgila

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru 3 ore.



Solutii:
1. Presupunem, prin reducere la absurd, ca existd numere a,b,c, care s verifice conditiile
din enunt. Descompunem expresia din membrul stdng al egalitatii date:
ab(a—b)+bc(b-c)+ca(c—a)=ab(a—b)+b’c—bc*+c’a—ca’ =
=ab(a-b)+c*(a-b)-c(a’-b*)=(a-b)[ab+c*~c(a+b)|=

=(a-b)(ab+c? —ac—bc):(a—b)[a(b—c)—c(b—c)]=

=(a—b)(b-c)(a—c).(2p)
Atunci (a-b)(b—c)(a—c)=2"" si deducem ca exista numerele naturale x,y,z astfel
incat x+y+z=2015 si a—b=2", b—c=2", a—c=2"(1p)
De aici avem ca
2"+2V=2" (1)
si presupunem, fara restrangerea generalitatii, ca x>Yy. Atunci existd teN astfel Tncat
X =Y+t si obtinem
D42 =2 =2 (241)=2" =2 +1=2" = 2' (27 -1) =1.(2p)
Rezultd ca t=0, deci x =y, iar din relatia (1) obtinem z =x+1.(1p)
Dar tindnd cont ca x+y+z=2015 deducem ca x+x+x+1=2015= 3x=2014,
imposibil, deoarece 2014 nu este divizibil cu 3. (1p)
Presupunerea facuta este falsa, deci nu exista numere a,b,c care sa verifice conditiile

din enunt.

2. Evident, daca be{2,3,7,8} = VB ¢ Q.(1p)

Daci b=5=B:5, dar B nu se divide cu 25. Rezulti ca /B ¢ Q.(1p)
Daci b=6=>B:3 dar B nu se divide cu 9. Deci VB ¢ Q(1p).
Daci be{1,4,9) = B=b-100..01.

2n+1



Dar 100..0=10"""* <100...01=10"""* +1< (10" +1)*. Rezulta 100..01 nu poate fi

2n+2 2n+1 2n+1

patrat perfect si VB & Q(4p).

3. a) Demostram mai intai cd punctele G, F,E, H, sunt coliniare.

Fie ADNFE ={0} = «G,FB = «BFG = «FDB = «BAD = <tAFO(AFDE dreptunghi).
Rezulta «G,FB si <«AFE opuse la varf, deci G,F,E coliniare. Analog F,E,H,
coliniare.(2p) Rezulta <«H,G P =<«FGP=<«ABC. Analog «GH,P=<«EH,P=<ACB. Deci
aPG,H, ~aABC .(1p)

b) aG,FG este isoscel = G,F =FG. aH,EH este isocel = EH, =EH .

Dar FGHE trapez cu (OD)linie mijlocie :>OD=FG+EH:>EH1+F(31:20D:AD,

deoarece AFDE dreptunghi. Rezultd G H, =2AD. (2p)
Dacda aABC =2PGH, = GH, =BC = 2AD =BC. Notam cu a,b,c, laturile triunghiului ABC
bc
b® +c?

si rezulta 2 =b*+c? = b=c. Deci ~ABC este dreptunghic isoscel. (2p)



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,,VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXI11-a, Briila, 23.05.2015

CLASAaVlll a
1. Determinati perechile de numere intregi (a, b) cu proprietatea ca(a® — b2)2 =1+2h.

Dan Nedeianu, Drobeta — Turnu Severin
Solufie:
Deoarece 1 + 2b # 0, rezulti ca |a| # |b|.
Din faptul ci (a? —b?)? > 0 si b este numir intreg deducem ci b > 0 si, atunci,
la| # b. Putem avea |a| = b + 1 sau |a] < b —1. (1p) Din prima relatie deducem
a? > b% + 2b + 1, iar din a doua a? < b? — 2b + 1. Putem scrie a? — b? > 2b +

1>2b—1 sau a®* —b?*<—-2b+1=—(2b—1). (Ip)Din aceste doud relatii
avem |a® — b?| = 2b — 1, care, prin ridicare la patrat, (2p) conduce la (a® —
b*)?* = (2b —1)? , adicd 1+ 2b = 4b*—4b+1 , de undebe{0,1} b < 4.(2p)
Inlocuind b in relatia initiald gasim perechile (—1,0), (1,0). (1p)

2. Pentru a > 0, notam prin S; multimea solutiilor ecuatiei
|X+2009)|+|X+2008]|+...+|X+1| + |X|+|x =1| +...+|[x— 2008| + |x—2009| = a.
a) Aritati ci S, [_L,L} .
4019 4019

b) Aratati ca, daca S, are un singur element, atunci a — 2009 este patrat perfect.

lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu



Solufie:

a) Se stie cd oricare ar fi numerele reale x, y sunt adevarate relatiile

x| + [y| = |x + y| si |xy| = |x| - |y|.De aici deducem ca |x + m| + |x — m| =
2|x|. (1p)

Fie x, o solutie a ecuatiei. Atunci

lxo +2009| + |xy +2008| + -+ |xo + 1| + |xo| + |xo — 1| + -+ + |xo — 2008]| +
+|x, —2009| =

= (|xo + 2009]| + |x, — 2009]) + (|xo + 2008| + |x, — 2008]) + --- +

+(Ixo + 1| + [xo = 1]) + [x0] = 2|xo| + 2]xo| + -+ + 2[x| + |x0| =
=(2-2009 + 1)|x,| = 4019|x0|(2p)

sicum |xy + 2009| + |xo + 2008| + -+ + |xo + 1| + |xo| + |xg — 1| + -+ +
+|xo — 2008| + |xy — 2009| = a,

a a
< Xq
4019

v I a
deducem ca 4019|x,| < a adica |x,| < —,deunde — < .
4019 4019

in concluzie, S —i,i}.l
n concluzie, ac[ 1015’ 7015 (1p)

b) Se stie cd pentru orice numar x real |x| = |—x|. De aici deducem ca |—x + m| =
|x —m| si|—x —m| = |x + m|.Avand in vedere cele de mai sus, tragem concluzia

ca daca x este solutie a ecuatiei,atunci si — x, este solutie a acesteia. (1p) .Daca

solutia este unica, trebuie sa avem x, = —x, , de unde x, = 0. (1p)

Daca solutia este 0, atuncia = 2(1 + 2+...4+2009) = 2009 - 2010.
De aici rezultd cd a — 2009 = 20092 , deci a — 2009 este pitrat perfect. (1p)

3. Se considerd un tetraedru cu toate fetele triunghiuri dreptunghice si cu trei muchii
congruente. Aratati ca inversele distantelor dintre muchiile opuse ale tetraedrului sunt

numeric  egale cu lungimile laturilor unui  triunghi  dreptunghic.



Solufie:

a) Cele trei muchii egale nu pot fi pe aceeasi fatd; aceastd fatd ar deveni triunghi
echilateral. Cele trei muchii egale nu pot porni din acelasi varf; fata opusa acelui varf
ar fi triunghi echilateral.

Dacé notdm tetraedrul ABCD, putem avea AB=BC =CD=a.(1p)

Sa determinam care sunt unghiurile drepte.
Pe fata ABC , m(4ABC) = 90°, iar pe fata BCD avem
m(zBCD) = 90°. Daca m(4ADC) = 90°, atunci AD = a, de

unde m(£AD) = 90°. In acest caz, mijlocul lui [AC] si

mijlocul lui [BD] ar fi egal departate de toate cele patru varfuri

ale tetraedrului, ceea ce nu e posibil. Deci m(£ACD) = 90°. (1p)Deoarece DC L

(ABC) s1iBC L AB ,rezultd ca BD 1 AB, adicd pe (ABD). Deci unghiul drept este

ABD.(1p)(Adica tetraedrul este o parte dintr-un cub, ca in figura.) In aceste conditii,
d(4B, CD) = a, d(BC, AD) se masoari din mijlocul lui [BC] la mijlocul lui [AD]; ea

este egala cu%.(lp) Deoarece AC || (BDF), rezultd cd d (AB,BD)=d (A, BDF)

care se calculeazi cu volumul [ABDF]. Rezultd d(AB,BD)= 2

Ng
N K]

celor trei distante sunt x = %, y= - § Z= = deci concluzia este imediata. (1p)

.(1p)Deci inversele
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CLASA a IX-a

1—3x} _6x-1

< . . .| 3x—4
1. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia: 5 7l 6 :

Carmen gi Viorel Botea, profesori, Brdila

Solutie.
6_6t+1_1

Notém3X—_1:t(lp):>3X_4:t—l:>6t+1:3xzx:6t+1:>6X_1: 3 A+l

6 2 3 5 5 5
:{t_l}_[_t]:th;l (1p)
1) Daci teZ—t-1+t=224 t——S:x——%(lp)

Hermite _

2) Daca teZ =[t]=-1-[-t](1p)= [t——} (=22 ap) = [2-1)= 2 mken=

=t= <k+1=ke{-7,-6,-5,-4,-3,-2}(1p) =

5k +4 5k -2 5k -2
= =k=k<
12

te { -31 -26 -21 -16 -11 1}:)(6{—29 » -19 -14 3 _—2}(1p)

121212 '12 '12 ' 2 6 6 6 23

2. Se considera numere reale strict pozitive a,b,c,d cu proprietatea ca ab+bc+cd +da<8. Sa se
a’+b*> Db*+c® c¢’+d* d*+a’ 1

arate ca: T+ rias T+ < .
(a+b)” (b+c) (c+d)" (d+a) abcd
Traian Tamaian, profesor, Carei
Solutie.
. al +b2 1
Vom arita cd ——(1p) oricare ar fi numere reale strict pozitive a,b .Relatia este
(a+b) 8ab

echivalenta cu (a-+b)* >8ab(a’ +b”) < (a” +b’ )2 +4ab(a’ +b*)+(2ab)’ > 8ab(a’ +b”)(1p) <



=N (a2 +b? )2 —4ab(a2 + b2)+ (Zab)2 >0 (a2 +b* - 2ab)2 >0.(2p) Aplicand de patru ori relatia

anterioard, prin insumare

: a’+h’? 11 a’+b’ _ab+bc+cd+da
obtinem <=>—(1p)e < (1p) Cum
t Z(a+b)4 8Zab( ) Z(a+b)4 8ade ( p)
ab+bc+cd +da<8,(1p) rezultd concluzia.
3. Se considerd cercurile  concentrice  C;(O,r;),ieN",de centru Osi raze

0<r<r,<..<fl <..ieN" cu proprictatea ci aria unui disc D,(O,r; )este de doud ori mai mare

decat aria discului D_, (O,r_,)si jumtate din aria discului D, (O,r,

Ui+l

), Vix>2.
a) Fie d o dreaptd tangentd la cercul C,y (O, Ty, ).In cate puncte va tiia dreapta d cercurile
C (0,1 ). kef1,2,...,2015} ?

b) Se considera un triunghi echilateral AABC centru O. Aflafi numarul maxim de cercuri din
familia de mai sus intersectate de laturile triunghiului . Precizati numarul punctelor de intersectie

dintre laturile triunghiului ABC si multimea cercurilor.

Crestez Paul, elev, Brdgila

Solutie:

Avem iz2,Vi >2,unde A este aria discului D;(O,r,),VieN".

-1

7r?

. . r .
Deci —-=2=>—-"-= J2,Vi > 2, deci sirul {r}._ este o progresie geometrica cu ratia g = \E(lp)

fia i

a) Dreapta d va fi exterioara cercurilor C,,C,,...,C 4 si secantd pentru C,;,,C,,,..., Cyp.5. AtUNCI
numdrul punctelor de contact este: 2-(2015—-200)+1=3631.(1p).
b) Deoarece a ABC este echilateral atunci R = 2r, cu notatiile obisnuite. (1p)

) Daca varfurile aABC se afld pe cercul C, (O,r, )= C_, (O,r_, )este cercul inscris inaABC =



=C_,(O,r_,)taie laturile sABC in 2-3=6puncte; (1p) C_,(O,r_,)este tangent
laturilor ~ABC decile taie in 3 puncte; C,(O,r) taie laturile aABC i 3 puncte rezulta

6+3+3=12puncte de contact si 3 cercuri taiate. (1p)

I1) Daca aABCnu are varfurile pe un cerc din familie, atunci varfurile vor fi in coroana circulara

determinata de C,(O,r,)si C,_, (O,r_,)deci laturile triunghiului taie triunghiului C,_, (O,r,_,) Tn

2-3=6puncte. Apotema ~ABCva fi OM <%:ri2:> laturile  AABC taie C,_,(O,r_,)in

2-3=06puncte; avem OM >E:ri73(1p)atunci cercurile C,C,,...,C,_; sunt in interiorul ~ABC,
2

iar C ,,C.

i.1)Ciipy-in exteriorul sdu. Deci, in acest caz , se taie doud cercuri si in total sunt

6+ 6 =12 puncte de contact si 2 cercuri taiate. (1p)

Concluzie: Sunt mereu 12 puncte de contact intre laturile AABC si multimea cercurilor si cel mult 3

cercuri taiate.
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CLASA a X-a

1. Fie p produsul primelor 2000 de numere prime. Sa se determine ultimele trei cifre ale numarului
(22001 _ 2)_ D

Traian Tamdian, profesor, Carei
Solutie:  Avem 2(2°% ~1) =2(256™ ~1) =510(256°*° + 256°*° +...+ 256 +1) =510q.(2p) Ultima
cifrd a lui qeste 5 atunci q=5s cu's impar, deci 2°%" —2=2550s.(2p) Cum p=10t,(1p) cu t
impar, rezultd ca (22001 ~2)- p = 25500ts = 25500( 2| +1) =510001 + 25500 (1p) deci ultimele trei

cifre sunt 5,0 si 0. (lp)
2. Sa se rezolve in R ecuatia:
|°92015i |092015E |092015E |092015i |092015E |°92015E |092015ﬂ
log,| x B 4+x "B +x B x TB4l+x B x B4l |+2x 0 =2,
Carmen gi Viorel Botea, Briila
Solutie.

x>0, f (x)=1log, X+ + X strict crescatoare = f injectiva (1p)

5 12 5 5 12 12 12 5
1092015 |092015E n X2|092015E n X|092015* 21092015 n X|092015* |092015E+|092015*

Ecuatia devine log, (x B4+x B +X 13 B 4+2x B =
|092015i |092015E |092015E |092015E ’ |092015E |092015E
=2(1p)elog, | x — B4x B4 x 0 Bix B 4x Bax  B=2=1(1)(2p)=

|092015£ o 12 o 5 |092015E 5 1092015 X 12 1092015 X
e flx Bex Bl=f()m>x  B+x B=le 13 |13 =1(1p), 10,05 X =y =

= (ijy + (gjy =1=9(y)= (ijy + (Ejy strict descrescatoare(1p) = y = 2 solutie unicd = x =2015%(1p)
13 13 13 13 .



3. Fie ABCDun patrulater convex. Notam E mijlocul laturii (AB) si F,K,G centrele de greutate

respectiv pentru triunghiul ABC, triunghiul BCD si patrulaterul ABCD. Aratati ca pentru orice punct
M din plan avem:

6MB N 2MC N MD S IMK
MA-ME ME-MF MF-MG MA-MG’

Mihaly Bencze

Solutie:
FieA(a),B(b),C(c),D(d),E(a;bj,F(aJrgH:J,K(b+g+dj,6(a+bzc+dJ siM (2).(1p)
Demonstram ca
%Z_b+c+d
3 6|z—b| .\ 2|z—c| N |z—d| (1p)
a+b+c+d|” a+b a+b a+b+c a+b+c a+b+c+d|
lz-a||lz-——-"—| |z-a|lz-—— |z- Z— z— z—
4 2 2 3 3 4

Notam z,=z-a,z,=2-b,z,=2-c,z, =z—d.(1p) Relatia de demonstrat devine:
9-4|z,+2,+1,) < 6|z,|-2 N 12|z, 12|z, (1p) |2, +2,+2,|
z||ln+z,+z,+2)] |n||n+z] |n+z||n+ vz |ntz+z|n 242 z||z+2, +2,+2,|

2| 2| 2]
< .(1p)
|z||lz.+2,| |z+2||lz+2,+2| |z+z,+7|z+ 2, + 2+ 2,

Aceasta rezulta prin trecerea la modul a egalitatii:

A Z z Z,+7,+1Z
2 + 3 + 4 _ 2 "3 s

= (2
2(2,+2,) (2+2,)(z,+2,+2) (2,+2,+2,)(z,+2,+2,+12,) zl(zl+22+z3+24)( P)




